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Krzywe przejsciowe na drogach kolejowych w aspekcie
mozliwosci realizacyjnych

Wiadystaw KOC!

Streszczenie

W pierwszej czeéci artykutu przedstawiono zasady przyjmowania na drogach kolejowych dopuszczalnych wartosci parame-
trow kinetycznych, wykazujac ze wlasciwe jest stosowanie jednakowych zasad dla wszystkich rodzajéw krzywych przejscio-
wych. Potwierdzono panujaca opini¢ o przyczynie ograniczonego zakresu stosowania tzw. gtadkich krzywych przejsciowych.
Krzywe te maja jedna, zasadniczg wade — bardzo male wartosci rzednych poziomych (i rzednych rampy przechylkowe;j)
w rejonie poczatkowym, w praktyce czesto niemozliwe do wykonania i nastepnie utrzymania. Zasadnicza cze$¢ artykutu
poswiecono wyznaczeniu nowej postaci krzywej przejsciowej, ktora w odrdznieniu od powszechnie stosowanej klotoidy,
charakteryzuje si¢ tagodnym przebiegiem krzywizny w rejonie wejscia w tuk kotowy. Wykazano zdecydowang przewage tej
krzywej (z realizacyjnego punktu widzenia) nad krzywa Blossa, reprezentujaca gladkie krzywe przejsciowe.

Slowa kluczowe: tor kolejowy, krzywe przej$ciowe, analiza nowego rozwigzania

1. Wprowadzenie

Problematyka krzywych przej$ciowych w drogach
kolowych i kolejowych jest wcigz aktualna. Trwaja
poszukiwania nowych postaci krzywych [1, 3-5, 7-8,
19, 25, 27-29, 33]. Wsrdd polskich badaczy, w dro-
gach kotowych w szerokim zakresie zajmuje si¢ tym
zagadnieniem A. Kobryn [10-14], natomiast w dro-
gach kolejowych - zespdt K. Zboinskiego, ktory
uwzglednil takze model dynamiczny ukladu pojazd
szynowy - tor [31, 32].

Prowadzone badania s3 bardzo interesujace i w znacz-
nym stopniu rozwijaja teori¢ omawianego zagadnienia.
Wskazujg na korzysci, jakie przyniostoby praktyczne
zastosowanie proponowanych rozwigzan. Opracowana
w Austrii krzywa przej$ciowa Wiener Bogen [9, 30] zosta-
ta nawet opatentowana.

Niestety, wspolng cecha poszukiwan nowych
postaci krzywych przejsciowych, prowadzonych
w ostatnich kilkudziesieciu latach, jest brak uzyskania
takiego rozwiazania, ktore zostaloby zaakceptowane
przez praktyke wykonawcza i doczekalo si¢ szero-
kiego wdrozenia. W dalszym ciaggu dominujaca role
w ukladach geometrycznych tras komunikacyjnych
odgrywa klotoida o liniowym przebiegu krzywizny
na dlugosci. Jej podstawowa wada s3 zatomy na wy-
kresie krzywizny, wystepujace w rejonach poczatko-

wym i konicowym, ktdre sg przyczyna niekorzystnych
oddzialywan dynamicznych w ukladzie tor - pojazd
szynowy. Na drogach kolejowych nadal jeszcze wy-
korzystuje si¢ parabole trzeciego stopnia, bedaca
uproszczeniem klotoidy, przy czym to uproszczenie,
przy obecnych obliczeniowych mozliwosciach, nie
ma juz zadnego uzasadnienia.

Wartosci przyspieszen na diugosci krzywej przej-
sciowej wynikajg z rozktadu krzywizny, ktéra powin-
na by¢ podstawa identyfikacji krzywych przejscio-
wych. W ogdlnym ujeciu moze by¢ ona liniowa lub
nieliniowa. Dla nieliniowej zmiany krzywizny odpo-
wiednie wydaje si¢, stosowane m.in. przez R.J. Gra-
bowskiego [6], okreslenie ,,gladkie krzywe przejscio-
we’, korespondujace z kluczowym znaczeniem klasy
funkcji opisujacej krzywizne. Wiekszos¢ krzywych
przejsciowych faczy ze sobg wspdlny algorytm wy-
znaczania krzywizny za pomocg réwnan rozniczko-
wych [16-18, 24].

Nalezy zauwazy¢, ze istnieje pewna grupa gtadkich
krzywych przejsciowych, ktore znalazly uznanie na
kolei i wystepuja w obowigzujacych przepisach pro-
jektowania. Maja one diugg historie, siegajaca pierw-
szej polowy XX wieku, jednak zakres ich stosowania
jest wcigz ograniczony. W Polsce zostaly rozpropago-
wane w fundamentalnym opracowaniu ksigzkowym
H. Balucha [2]. Przedstawiono tam charakterystyki
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nastepujacych krzywych: paraboli czwartego stopnia,
krzywej Blossa, cosinusoidy i sinusoidy. Analiza po-
réwnawcza wymienionych krzywych przejsciowych
bylta przedmiotem prac [15, 22].

2. Przyjmowanie dopuszczalnych wartosci
parametrow kinematycznych

Na drogach kolejowych, wzajemne poréwnanie
krzywych przejsciowych wymaga dokonania pew-
nych zalozen, dotyczacych obowiazujacych wartosci
dopuszczalnych parametréw kinematycznych - przy-
rostu przyspieszenia y i predkosci podnoszenia kota
taboru na rampie przechylkowej f. Panuje intuicyjne
przeswiadczenie, ze dla gladkich krzywych przejscio-
wych mozna przyjac znacznie wigksze (nawet podwo-
jone) wartoéci dopuszczalne niz dla klotoidy (gdyz
maksimum wartosci v i f wystepuje tylko w czesci
srodkowej tych krzywych, a w czesciach skrajnych sa
one znacznie mniejsze). Znalazlo to odzwierciedlenie
w obowiazujacych w Polsce przepisach [26]. Z pogla-
dem tym mozna jednak polemizowac.

Parametry kinematyczne v i f na krzywych przej-
$ciowych i rampach przechytkowych mozna opisac
za pomocyg nastepujacych ogoélnych wzordw:

aVd

w()= 3.6 dl (1)
hV d

f(l)_36dl @

gdzie:

V - predkos¢ jazdy pociagéw w km/h,

a - przyspieszenie niezréwnowazone na tuku ko-
fowym w m/s?,

h,— warto$¢ przechytki na tuku kotowym w mm,

I - zmienna okreslajaca polozenie danego punktu
na krzywej przejsciowej w m,

g(]) - funkcja zmiennej [ zwigzana z krzywizng danej
krzywej przejsciowej (wielko$¢ niemianowana).

Funkcja g(I) zalezy od rodzaju krzywej przejsciowe;.
Dla wymienionych krzywych z pracy [2], jesli oznaczy-

my ich dtugosci przez [, réwnania g(/) i = g(l) s3 na-

stepujace:
e dla klotoidy:

I d 1
D=—), —o()=—;
g ] dlg() l

k k
le<0,l—k> R
2

e dla paraboli czwartego stopnia:
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o dla krzywej Blossa:
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e dla cosinusoidy:

1 1 I d Vs l
N=—— — |, —g()=—sin| 7— |;
g 5 zcos(ﬂlk] dlg() 2 s1n(7rlkj

¢ dla sinusoidy:
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Z réwnan (1) i (2) wynika, ze:

60 56 fD_d g, 3)
aV nv

co dla rozpatrywanych krzywych przejsciowych pro-
wadzi do nastepujacych zaleznosci:
e dla klotoidy:

3,6 3,61,
——f(l) a

m

e dla paraboli czwartego stopnia:
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o dla krzywej Blossa:
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e dla cosinusoidy:
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¢ dla sinusoidy:

36l 36l

_l—cos Zﬂi .
)

Podane zalezno$ci przedstawiono w sposdb gra-
ficzny na rysunku 1. Wynika z niego jednoznacznie,
ze przekroczenie wartosci y i f wystepujacych na klo-
toidzie nie ma charakteru lokalnego (punktowego),
lecz obejmuje co najmniej potowe dtugosci rozpatry-
wanych gtadkich krzywych przejsciowych, a wartos¢
tego przekroczenia jest znaczna. Przedzialy zmiennej
I1, w ktérych wystepuja przekroczenia wartosci yi f,
$3 nastepujace:

e dla paraboli czwartego stopnia i sinusoidy —

I/, €(0,25;0,75),

e dlakrzywejBlossa— l/lk IS (0,5—x/§/6;0,5+\/§/6;),
4. 1/1, €(0,211;0,789),

¢ dla cosinusoidy —
l/lk € (arcsin(2/7r)/7r;1—arcsin(2/7r)/7r),
4. /1, €(0,22;0,78).
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2
15 A
1
05 / \
0
0 02 04 06 08 1
"
3,61, [
m

na dlugosci rozpatrywanych krzywych prze)scwwych
[opracowanie wlasne]

klotoida

parabola 4

stopnia
krzywa Blossa

cosinusoida

sinusoida

W()*[3,6k/(amV)]

1

Roéwniez z tego wzgledu wydaje sie wlasciwe utrzy-
manie dla wszystkich rodzajéow krzywych przejscio-
wych takich samych zasad dotyczacych dopuszczal-
nych wartos$ci parametréw kinematycznych. Zalozenie
]ednakowych wartosci v, i f, prowadzi do koniecz-
nosci wydtuzenia poszczegolnych gladkich krzywych
przejsciowych w stosunku do klotoidy (przez wprowa-
dzenie odpowiedniego wspolczynnika A, wynikajace-
go z warto$ci przekroczenia y i f w srodku krzywej).
Staje si¢ wowczas mozliwe wzajemne poréwnanie
rzednych poziomych i rzednych rampy przechytkowe;j.
Wartosci wspdtczynnika A wynosza:

e dla paraboli czwartego stopnia A =2,
e dla krzywej Blossa A =3/2,
e dla cosinusoidy A=m/2,
¢ dla sinusoidy A=2.

3. Rzedne poziome i rzedne rampy
przechylkowej w rejonie poczatkowym

W pracy [18] przedstawiono analiz¢ rozpatrywa-
nych postaci gladkich krzywych przejsciowych. Do-
konano identyfikacji krzywizny k(I) dla poszczegol-
nych krzywych za pomoca réwnan rézniczkowych
oraz wyznaczono réwnania parametryczne x(I) i y(l)
i przedstawiono zestawienie tych réwnan:

o dla klotoidy:

1
k(l)=—I, 4
0 R (4)
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x()=1- i ’— °, (5
O 40R’l;  3456R'l;  599040R°I} ©)

1 1
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e dla paraboli czwartego stopnia:
- w przedziale le<0,%‘>:
k() =1 7)
k

2 2 4
x()=1- U+ B ¥, (8
O 63Rzl,f 3159RI} 623295R°L’ ®)

2 1
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. L
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e dla sinusoidy:

2
Y Ly k(l):%l—ﬁsin(zl—ﬂl} (19)
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‘ (12) 30RI’  315R;  5670RI]  155925RI;
e dla krzywej Blossa: 1)
2 3
k()= 71 _ﬁl ’ (13) Teoretyczne analizy oraz badania eksperymentalne,
m.in. [15-17, 22] jednoznacznie wskazuja na mniejsze
1 1, 1 (wigc korzystniejsze) oddzialywania dynamiczne pod-
x()=1- ART + 6RE . 7aR[’ ', (14)  czas przejazdu pociagu po gladkich krzywych przej-
k k k $ciowych. Jednak pomimo swoich bezspornych zalet,
zakres stosowania tych krzywych w eksploatowanych
y()=—=1 ! - ! 1"+ ! —I''; (15)  torach kolejowych jest w znacznym stopniu ograniczo-
4Rl IOle 60RT; 44R7L, ny. Panuje bowiem opinia, ze ich poprawne wytyczenie
_ _ w terenie jest bardzo utrudnione ze wzgledu na bardzo
* dla cosinusoidy: male wartosci rzednych poziomych (i rzgdnych ram-
11 (” ] py przechylkowej) w rejonie poczatkowym. Wynikaja
k(l)=———cos| —1 |, (16) one z nadmiernego wylagodzenia wykresu krzywizny
2R 2R L, w tym rejonie. W praktyce prowadzi to do skrdcenia
wykonanej krzywej przejsciowej (czyli wydluzenia
4 6 8 przylegajacej prostej), w stosunku do zatozen projekto-
T . T 9 417 n . . , . .. .
x()=1- o —I - — wych. Jak sie wydaje, temu wtasnie zagadnieniu naleza-
2016R%  25920R*° 26611200R*[: loby sie przyjrze¢ blize.
(17) W analizie poréwnawczej rozpatrzono dwa ukta-
i 7 s dy geometryczne krzywych przejsciowych dla pred-
y() = =1 -0+ " - kosci V =160 km/h, ktorych charakterystyke zawiera
40RI; 1440le 80640RI; ) tablica 1. Przyjeto nastepujace warto$ci dopuszczalne
. 1 ( z° N = ] 0 ’ parametréw kinema?iznic}; przyspieszenia n/ie—
— 6 3 zréwnowazonego na tuku ko owym a, =0,85m/s’
10\ 10368R"l;  725760R}, przyrostu przyspieszenia y dop = =0,3 m/Ps oraz pred-
Tablica 1
Zestawienie wartosci charakterystycznych dla rozpatrywanych krzywych przej$ciowych
Udad | Rlml  hylmm] e ] oor e I, [m] v [ | £, [mmisl
Klotoida 100 0,300 26,67
Parabola 4. stopnia 200 0,300 26,67
I 1850 60 0,675 Krzywa Blossa 150 0,300 26,67
Cosinusoida 158 0,298 26,51
Sinusoida 200 0,300 26,67
Klotoida 183 0,201 27,93
Parabola 4. stopnia 365 0,201 28,01
II 1250 115 0,828 Krzywa Blossa 274 0,201 27,98
Cosinusoida 287 0,201 27,97
Sinusoida 365 0,201 28,01

[Opracowanie wlasne].
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Wartosci rzednych poziomych y[mm] krzywych przejsciowych z ukladu I w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m

L [m] Klotoida Parabola 4. stopnia

0 0 0

2 0,0072 0,00004
4 0,0577 0,00058
6 0,1946 0,00292
8 0,4613 0,00293
10 0,9009 0,02252
12 1,5568 0,04670
14 2,4721 0,08652
16 3,6901 0,14760
18 5,2541 0,23643
20 7,2072 0,36036

[Opracowanie wlasne].

kosci podnoszenia kota na rampie przechylkowej
fiop = 28 mm/s. W pierwszym uktadzie (R = 1850 m,
h, = 60 mm) starano si¢ uzyska¢ mozliwie jak naj-
mniejsza dlugos$¢ krzywej przejsciowej dzieki zasto-
sowaniu stosunkowo niewielkiej przechytki na tuku
kotowym (im wigksza dlugos¢ krzywej, tym mniejsze
beda wartosci rzednych poziomych). W drugim ukta-
dzie (R=1250 m, h = 115 mm) zmniejszono promien
tuku R, co spowodowato konieczno$¢ wprowadzenia
wiekszej przechylki i w konsekwencji doprowadzito
do zwigkszenia dlugosci krzywych przejsciowych.

W tablicy 2 podano wartosci rzednych poziomych
krzywych przejsciowych z uktadu I w tablicy 1 na
odcinku pierwszych 20 m. Odpowiednia ilustracje
graficzng stanowi rysunek 2. Na rysunku 3 pokazano
procentowe wartosci stosunku rzednych poziomych
gladkich krzywych przejsciowych do rzednych kloto-
idy w rejonie poczatkowym.

——klotoida

—— parabola 4
6
st.
5 —— krzywa
Blossa
= ——cosinusoida
€ 4
£ inusoid
> 3 ——sinusoida
2
1 /
0
0 5 10 15 20 25

1[m]
Rys. 2. Wykresy rzednych poziomych krzywych przejéciowych
z uktadu I w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m
[opracowanie wlasne]

Jak wida¢, w rozpatrywanym przypadku rzedne po-
ziome gladkich krzywych przejsciowych w rejonie po-
czatkowym s3 bardzo male. Na pierwszych 10 m wyno-
sza one utamek milimetra, na 20 m nie osiagaja jeszcze

Tablica 2
Krzywa Blossa Cosinusoida Sinusoida
0 0 0
0,00010 0,00007 0,000001
0,00152 0,00114 0,00002
0,00766 0,00577 0,00017
0,02408 0,01822 0,00073
0,05846 0,04446 0,00222
0,12056 0,09214 0,00551
0,22211 0,17059 0,01190
0,37682 0,29080 0,02317
0,60022 0,46538 0,04168
0,90971 0,70860 0,07047

1 mm (dla sinusoidy 0,1 mm). Trudno sobie wyobrazi¢
praktyczne wykonanie tych krzywych przejsciowych,
a zwlaszcza sinusoidy, ktorej rzedna dla [ = 20 m stano-
wi zaledwie 1% rzednej klotoidy (rys. 3).

14

parabola 4 st.

12
——lrzywaBlossa

10 . .
—— cosinusoicla

8 —sinusoida

6

y/yklot [%]

0 5 10 15 20 25
I'lm]
Rys. 3. Procentowe wartosci stosunku rzednych poziomych
gladkich krzywych przej$ciowych do rzednych klotoidy w rejonie
poczatkowym dla uktadu I w tablicy 1 [opracowanie wiasne]

Przedstawione uwagi odnosza si¢ takze do rampy prze-
chylkowej. W tablicy 3 podano wartosci rzednych ram-
py przechytkowej na krzywych przejsciowych z uktadu I
w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m, a na rysunku 4
przedstawiono odpowiednig ilustracje graficzna.

14

—klotoida
12

parabola 4 st.

10
——lrzywaBlossa

8 ——— cosinusoida

h [mm]

—sinusoida

4%

0 5 10 15 20 25
1[m]
Rys. 4. Wykresy rzednych rampy przechytkowej na krzywych
przejsciowych z ukladu I w tablicy 1 na odcinku pierwszych
20 m [opracowanie wlasne]
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Wartosci rzednych rampy przechylkowej h [mm] na krzywych przejsciowych z ukladu I w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m

L [m] Klotoida Parabola 4. stopnia
0 0
2 1,2000 0,0120
4 2,4000 0,0480
6 3,6000 0,1080
8 4,8000 0,1920
10 6,0000 0,3000
12 7,2000 0,4320
14 8,4000 0,5880
16 9,6000 0,7680
18 10,8000 0,9720
20 12,0000 1,2000

[Opracowanie wlasne].

Warto$ci rzednych poziomych y [mm] krzywych przejsciowych z ukladu II w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m

L [m] Klotoida Parabola 4. stopnia
0 0
2 0,00583 0,00002
4 0,04663 0,00026
6 0,15738 0,00130
8 0,37304 0,00410
10 0,72860 0,01001
12 1,25902 0,02075
14 1,99927 0,03845
16 2,98433 0,06559
18 4,24918 0,10506
20 5,82878 0,16013

[Opracowanie wlasne].

Na odcinku pierwszych 10 m, rzedne rampy prze-
chytkowej w zadnym przypadku nie przekraczaja war-
tosci 1 mm. Po 20 m osiagaja prawie 3 mm dla krzywej
Blossa, okofo 2,5 mm za$ dla cosinusoidy. Najmniejsze
wartosci rzednych rampy przechylkowej wystepuja na
sinusoidzie - po 20 m jest to okofo 0,4 mm.

Obliczone wartosci rzednych poziomych dla dru-
giego rozpatrywanego przypadku, czyli dla uktadu II
w tablicy 1, zawiera tablica 4. Wykresy tych rzednych
przedstawiono na rysunku 5. Na rysunku 6 pokazano
procentowe warto$ci stosunku rzednych poziomych
gladkich krzywych przejsciowych do rzednych kloto-
idy w rejonie poczatkowym.

Jak wida¢, dla uktadu IT w tablicy 1 (tj. R = 1250 m,
h, = 115 mm) sytuacja wyglada jeszcze gorzej niz dla
uktadu I (R = 1850 m, h = 60 mm). Rzedne poziome
gtadkich krzywych przejsciowych w rejonie poczatko-
wym s3 bardzo matle; po 20 m nie osiagaja one nawet
0,5 mm (dla sinusoidy 0,02 mm). Pokazany na rysun-
ku 6 stosunek rzednych poziomych w odniesieniu do
klotoidy po 20 m osigga wartos¢ 7% dla krzywej Blos-

Koc W.
Tablica 3
Krzywa Blossa Cosinusoida Sinusoida
0 0 0
0,0317 0,0237 0,0004
0,1257 0,0948 0,0032
0,2803 0,2132 0,0106
0,4938 0,3787 0,0252
0,7644 0,5911 0,0491
1,0906 0,8499 0,0847
1,4704 1,1549 0,1341
1,9024 1,5054 0,1996
2,3846 1,9010 0,2832
2,9156 2,3410 0,3871
Tablica 4
Krzywa Blossa Cosinusoida Sinusoida
0 0 0
0,00004 0,00003 0,0000002
0,00068 0,00051 0,0000055
0,00342 0,00251 0,000042
0,01078 0,00818 0,000177
0,02625 0,01996 0,00054
0,05427 0,04139 0,00134
0,10025 0,07666 0,00291
0,17051 0,13074 0,00566
0,27230 0,20937 0,01020
0,41379 0,31901 0,01727

sa, podczas gdy dla sinusoidy jest to zaledwie 0,3%.
Jest to niewgtpliwie spowodowane zastosowaniem
dluzszych krzywych przejsciowych, co wynikalo
z wigkszej wartosci przechylki na tuku kotowym i ko-
niecznoscig zachowania warto$ci fdgp.

——llotoida

——parabola 4 st.
—LkrzywaBlossa
—cosinusoida

—sinusoida

y [mm]

1[m]
Rys. 5. Wykresy rzednych poziomych krzywych przej$ciowych
z uktadu IT w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m
[opracowanie wlasne]
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Wartosci rzednych rampy przechylkowej h [mm] na krzywych przej$ciowych z ukladu IT w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m

L [m] Klotoida Parabola 4. stopnia
0 0 0
2 1,2568 0,0069
4 2,5137 0,0276
6 3,7705 0,0622
8 5,0273 0,1105
10 6,2842 0,1726
12 7,5410 0,2486
14 8,7978 0,3384
16 10,0546 0,4420
18 11,3115 0,5594
20 12,5683 0,6906

[Opracowanie wlasne].

7 ——parabola 4 st.

———krzywaBlossa
——cosinusoida

sinusoida

y/yklot [%]

0 5 10 15 20 25
I[m]

Rys. 6. Procentowe wartosci stosunku rzednych poziomych
gladkich krzywych przejsciowych do rzednych klotoidy w rejonie
poczatkowym dla uktadu IT w tablicy 1 [opracowanie wlasne]

W tablicy 5 podano wartoéci rzednych rampy
przechytkowej na krzywych przejsciowych z uktadu I
w tablicy 1 na odcinku pierwszych 20 m, a na rysun-
ku 7 przedstawiono odpowiednig ilustracje graficzna.

14

——klotoida

12

——parabola 4 st.
10
———krzywaBlossa

——cosinusoida

h [mm]

sinusoida

/

0 5 10 15 20 25
I [m]
Rys. 7. Wykresy rzednych rampy przechytkowej na krzywych
przejsciowych z ukladu IT w tablicy 1 na odcinku pierwszych
20 m [opracowanie wlasne]

Jak wynika z tablicy 4, rzedne rampy przechytko-
wej na gladkich krzywych przejsciowych sa w przy-

blizeniu dwa razy mniejsze niz w ukladzie I, mimo

Tablica 5
Krzywa Blossa Cosinusoida Sinusoida
0 0 0
0,0183 0,0138 0,00012
0,0728 0,0551 0,0010
0,1630 0,1240 0,0034
0,2884 0,2203 0,0080
0,4484 0,3441 0,0155
0,6424 0,4954 0,0268
0,8700 0,6739 0,0426
1,1306 0,8796 0,0635
1,4237 1,1125 0,0903
1,7487 1,3725 0,1238

ze przechytka na tuku kotowym wynosi 4, = 115 mm
(poprzednio byta réwna h = 60 mm). Na odcinku
pierwszych 10 m rzedne rampy przechytkowej na
tych krzywych nie przekraczaja wartosci 0,5 mm,
a po 20 m s3 mniejsze niz 2 mm. Najmniejsze war-
tosci rzednych rampy przechytkowej wystepuja, tak
jak poprzednio, na sinusoidzie i po 20 m s niewiele
wieksze niz 0,1 mm.

Chociaz analiza miala charakter wyrywkowy,
to nasuwajace si¢ z niej wnioski wydaja si¢ by¢ jed-
noznaczne. W wigkszoéci przypadkéw prawidiowe
uksztaltowanie poczatkowego rejonu gtadkich krzy-
wych przejsciowych jest bardzo utrudnione, a nie-
kiedy wrecz niemozliwe. Rzgdne poziome o wartosci
ulamka milimetra moga stanowi¢ powazny problem
zaréwno w wykonaniu, jak i pdzniejszym utrzymaniu
(zwlaszcza w nawierzchni podsypkowej).

Poniewaz wystepujace na gladkich krzywych
przejSciowych wylagodzenie rejonu poczatkowego
prowadzi do bardzo matych wartosci rz¢dnych pozio-
mych, ewentualna modyfikacja nie powinna w tym
rejonie odbiega¢ zbytnio od ksztattu klotoidy (ktdrej
rzedne tez nie sg zbyt duze). Powinna natomiast obja¢
rejon $rodkowy krzywej przejsciowej (przez wpro-
wadzenie krzywizny nieliniowej) oraz rejon wejscia
w luk kotowy. Oczywiscie, nalezy tez dazy¢ do uzy-
skania mozliwie jak najmniejszej dlugosci nowego
rozwigzania w poréwnaniu z dtugoscia krzywej bazo-
wej (klotoidy).

4. Propozycja nowej krzywej przejsciowej
dla drég kolejowych

Z ogdblnej metody identyfikacji krzywizny k(I) na
krzywych przejsciowych [17] wynika, ze dla promie-
nia R tuku kotowego oraz dtugosci [, krzywej przej-
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sciowej przyjete zalozenia wyznaczajg nastgpujace
warunki brzegowe:

k(0) =0, k@):%,
KO)=, k'(1,)=0 .
RI, ’ k ’
oraz rdwnanie rézniczkowe:
KY()=0 (23)

przy czym wspoétczynnik liczbowy C > 0. Warun-
ki (22) dla C = 0 dotyczg krzywej Blossa. W wyni-
ku rozwigzania problemu rézniczkowego (22), (23)
otrzymuje si¢ ogélne réwnanie krzywizny:

k() = C]—ZC_3P+C_ZP.

(24)
Rl R’ Rl

Szczegdlowa analiza przeprowadzona w pracy [20]
i w referacie na konferencje INFRASZYN 2019 [21] wy-
kazala, ze najkorzystniejsze rozwigzanie wystepuje
przy wartosci wspdtczynnika C = 1, poniewaz dla tego
przypadku dlugos¢ odpowiadajacej krzywej przejscio-
wej musi by¢ wigksza od dlugosci klotoidy tylko o 1/3.
Przyjecie C = 1 prowadzi do nastgpujacego rownania
funkeji k(I):

1
kh=—1+Lp-Lp
® R,  RI; RE

(25)
Jak wida¢, pierwszy czlon réwnania (25) przyjmu-
je postac liniowa, stanowiac krzywizne klotoidy. Dwa
pozostate czlony majg charakter nieliniowy — wyste-
puja w drugiej i trzeciej potedze, czyli analogicznie
jak ma to miejsce w przypadku krzywej Blossa. Kat
nachylenia stycznej ©(I) jest opisany rownaniem:

Lp, Lp Lp
2R, 3R 4RE

o) = (26)

przy czym na koncu krzywej przejsciowej jego warto$¢

wynosi © (lk )=
zachowa¢ zgodno$¢ stycznych w polaczeniu z nastep-
nym elementem geometrycznym. Réwnania wspot-
rzednych szukanej krzywej przejsciowej mozna zapi-
sa¢ w postaci parametrycznej [17]:

——I, . Znajomo$¢ tego kata pozwala

MDzIam@UML (27)

y()=[sin@)dI (28)

Koc W.

Do rozwinieciu funkeji cos®(]) i sin®() w szereg
Maclaurina wykorzystano program Maxima [23],
a nastepnie scalkowano poszczegdlne wyrazy, otrzy-
mujac rownania parametryczne:

L s 1 6, 5

x()=1- - +
40R’I>  36R’L’  504R’l} :
1 1 1 0
+ T a4 216 L,
96R’; 3456R'I} 288R’I;
y(l) — 1 13 + 1 - 4 _ 1 - 5
6RI,  12RI;  20RI
(30)
1 L 5 I
+ —
336R°°  192R’l;  2592R°[;

Na poczatku réwnania (29) i (30) zachowuja zgod-
no$¢ z rownaniami parametrycznymi klotoidy. Takie
same jak w rownaniu (29) s3 dwa pierwsze wyrazy
z réwnania (5), za$ pierwszy wyraz réwnania (30) jest
identyczny jak pierwszy wyraz z réwnania (6).

Dla wyznaczonej krzywej przejéciowej réwnania

funkgji g(1) i % g(I) s3 nastepujace:
L(1Y (1) LY
D=—at|—| | = | =g)=—|142—-3 ,
$0 b (ZJ (ZJ @t $0 k[ b [lk]]

stad:
2
361 —1+21—3 i .
lk lk

3,61,
m hOV ,
na dlugosci nowej krzywej przejsciowej na tle kloto-
idy i krzywej Blossa, przedstawiono na rysunku 8.

36l

1,6

1,4
1,2
1

0,8

——klotoida
0,6

Y{1)*[3,61/(apV)]

ywa Blossa

—_—krzy

0,4
———nowa krzywa
0,2

0

17k

Lo

dtugosci klotoidy, krzywej Blossa i nowej krzywej przejsciowej
[opracowanie wiasne]
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Przekroczenie wartosci v i f wystepujacych na
klotoidzie ma miejsce dla l/ L 6(0;0,667). Wydtu-
zenie opisanej krzywej w stosunku do klotoidy, wy-
nikajace z najwigkszej wartosci przekroczenia vy i f,
okresla wspdtczynnik A = 4/3. Na rysunku 9 poka-
zano wykresy krzywizny na dlugosci klotoidy i krzy-
wej Blossa w ukladzie geometrycznym oznaczonym
jako uktad I (tabl. 1) oraz na dlugosci nowej krzywej
przejsciowej o odpowiadajacej dtugosci [, = 134 m. Na
rysunku 10 przedstawiono wykresy rzednych pozio-
mych dla wymienionych krzywych.

0,0006

0,0005

0,0004

0,0003

k [rad/m]

—klotoida

0,0002 —krzywaBlossa

—nowakrzywa
0,0001
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
1[m]
Rys. 9. Wykresy krzywizny na dlugosci klotoidy, krzywej
Blossa i nowej krzywej przejsciowej w ukladzie I z tablicy 1
[opracowanie wlasne]

——klotoida

=———LkrzywaBlossa

—nowakrzywa

0 20 40 60 30 100 120 140 160

x[m]
Rys. 10. Wykresy rzednych poziomych na dlugosci
klotoidy, krzywej Blossa i nowej krzywej przejsciowej
w uktadzie I z tablicy 1 (w skali skazonej) [opracowanie wlasne]

Jak wynika z rysunku 9, wykres krzywizny dla
wyznaczonej nowej krzywej przejsciowej znaczaco
odbiega od wykresu krzywizny dla krzywej Blossa.
Dotyczy to zwlaszcza strefy poczatkowej, w ktdrej ta
réznica ksztaltuje sie i sprawia, ze opisane krzywe tak
bardzo od siebie odbiegaja. Natomiast przebieg wy-
kresu krzywizny dla nowej krzywej jest na znacznej
dhugosci zblizony (cho¢ nieco korzystniejszy) do wy-
kresu krzywizny dla klotoidy. Dopiero w rejonie kon-
cowym, przy przejsciu z krzywej przejsciowej na tuk
kotowy, uwidacznia sie znaczna réznica: wykres krzy-
wizny dla nowej krzywej jest tam duzo tagodniejszy.

Nalezy zauwazy¢, ze wyznaczona krzywa przejscio-
wa nie zapewnia plynnego przejscia z prostej na krzywa
przejsciowa, gdyz w jej punkcie poczatkowym wyste-

puje zalom na wykresie krzywizny (rys. 9). Nie moz-
na jej zatem zakwalifikowa¢ do kategorii klasycznych
gladkich krzywych przejsciowych. Poniewaz jest ona
od tych krzywych krotsza i powstala z mysla o spelnie-
niu wymagan wykonawczych, nie ulega watpliwosci jej
wigksza praktyczna przydatnos¢. Potwierdzi¢ to moze
szczegotowa analiza rzednych poziomych i rzednych
rampy przechytkowej w rejonie poczatkowym.

5. Analiza warto$ci rzednych poziomych
i rzednych rampy przechylkowej
w rejonie poczatkowym nowej krzywej
przejsciowej

Aby oceni¢ wartosci rzednych poziomych i rzed-
nych rampy przechylkowej w rejonie poczatkowym no-
wej krzywej przej$ciowej, rozpatrzono jak w rozdzia-
le 3, odcinek pierwszych 20 m. W analizie uwzgled-
niono dwie krzywe z tablicy 1 - klotoide i krzywa
Blossa, na ich tle za§ nowa krzywa przejsciowa. Od-
powiednie wartosci liczbowe zawiera tablica 6.

Na rysunku 11 przedstawiono wykresy rzednych
poziomych wymienionych krzywych przejsciowych
na odcinku pierwszych 20 m w ukfadzie I (czyli dla
predkosci V =160 km/h i promienia R = 1850 m). Na
rysunku 12 pokazano procentowe wartosci stosunku
rzednych poziomych tych krzywych do rzednych klo-
toidy w rejonie poczatkowym.

Jak wida¢, w rozpatrywanym przypadku rzedne
poziome krzywej Blossa reprezentujacej gladkie krzy-
we przejsciowe w rejonie poczatkowym sg niewielkie,
co wynika z rysunku 2. Po 20 m nie osiagaja one na-
wet 1 mm. Stosunek procentowy rzednych tej krzywej
w odniesieniu do klotoidy zmienia si¢ od 1% do nie-
spetna 13%, podczas gdy dla nowej krzywej przejscio-
wej wynosi od 75 do 80%. Mozliwosci realizacyjne
w tej strefie nowej krzywej przejsciowej nie roznia sie
zatem zbytnio od analogicznych mozliwosci w odnie-
sieniu do klotoidy.

7 ——klotoida
6 ———krzywaBlossa

5 ———nowa krzywa

y [mm]

1 {m]
Rys. 11. Wykresy rzednych poziomych klotoidy, krzywej Blos-
sa 1 nowej krzywej przejéciowej na odcinku pierwszych 20 m
w ukladzie I [opracowanie wtasne]
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Koc W.

Tablica 6
Wybrane warto$ci rzednych poziomych y [mm] i rzednych rampy przechylkowej h [mm] w rejonie poczatkowym wybranych
krzywych przej$ciowych
V =160 km/h R=1850 m h,= 60 mm
Uktad I
I=1m I=3m I=5m I=10m I=15m I=20m
Klotoida I = 100 m y 0,000901 0,024324 0,112613 0,900901 3,040541 7,207208
kT h 0,600000 1,800000 3,000000 6,000000 9,000000 12,00000
y 0,000006 0,000483 0,003704 0,058458 0,291892 0,909710
Krzywa Blossa [, = 150 m
h 0,007964 0,071040 0,195556 0,764444 1,680000 2,915556
Nowa krzywa prajéciowa | ¥ 0,000675 0,018353 0,085572 0,696277 2,387530 5,743949
[,=134m h 0,451078 1,372684 2,319226 4,786826 7,384095 10,09233
V =160 km/h R=1250m h,=115 mm
Uklad II
I=1m I=3m I=5m I=10m I=15m I=20m
y 0,000729 0,001967 0,091075 0,728597 2,459016 5,828780
Klotoida [, = 183 m
h 0,628415 1,885246 3,142077 6,284153 9,426230 12,56831
y 0,000003 0,000215 0,001653 0,026251 0,131910 0,413790
Krzywa Blossa [, = 274 m
h 0,004584 0,041056 0,113486 0,448353 0,996217 1,748690
Nowa krzywa przejéciowa | ¥ 0,000548 0,014844 0,068977 0,557370 1,898860 4,541937
[,=244m h 0,473235 1,431105 2,438580 4,898359 7,477565 10,13554
[Opracowanie wlasne].
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Rys. 12. Procentowe wartosci stosunku rzednych poziomych

krzywej Blossa i nowej krzywej przejsciowej do rzednych
klotoidy w rejonie poczatkowym uktadu I [opracowanie wiasne]

Przedstawione uwagi odnosza si¢ réowniez do ram-
py przechytkowej (rys. 13). Rzedne rampy przechyt-
kowej dla krzywej Blossa s3 znacznie mniejsze niz
odpowiadajace wartosci dla klotoidy i nowej krzywej
przejsciowej i w praktyce niemozliwe do praktycznej
realizacji na odcinku pierwszych 10 m.

Wykresy rzednych poziomych dla uktadu II, czyli
dla predkosci V = 160 km/h i promienia R = 1250 m,
przedstawiono na rysunku 14. Na rysunku 15 poka-
zano procentowe wartosci stosunku rzednych pozio-
mych tych krzywych do rzednych klotoidy w rejonie
poczatkowym, zas wykresy rzednych rampy przechyt-
kowej na rysunku 16.

0 5 10 15 20 25
I1[m]

Rys. 13. Wykresy rzednych rampy przechyltkowej dla klotoidy,
krzywej Blossa i nowej krzywej przejsciowej na odcinku
pierwszych 20 m ukltadu I [opracowanie wlasne]
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Rys. 14. Wykresy rzednych poziomych klotoidy, krzywej Blossa
i nowej krzywej przejsciowej na odcinku pierwszych 20 m
w uktadzie IT [opracowanie wlasne]
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Rys. 15. Procentowe wartosci stosunku rzednych poziomych
krzywej Blossa i nowej krzywej przejsciowej do rzednych
klotoidy w rejonie poczatkowym uktadu II [opracowanie wlasne]

14

——klotoida

12
———krzywaBlossa
10

———nowa krzywa

h[mm]

0 5 10 15 20 25
I[m]

Rys. 16. Wykresy rzednych rampy przechytkowej dla klotoidy,
krzywej Blossa i nowej krzywej przejéciowej na odcinku
pierwszych 20 m w uktadzie II [opracowanie wlasne]

Jak wida¢, dla predkosci V =160 km/h i promienia
R = 1850 m, rzedne poziome w rejonie poczatkowym
s3 jeszcze mniejsze niz w poprzednim przypadku.
Rzedne poziome krzywej Blossa na 20 m nie osiaga-
ja nawet 0,5 mm, a rzedne rampy przechylkowej sa
réwniez bardzo mate. Odpowiadajace wartosci dla
nowej krzywej przejSciowej sa niewiele mniejsze niz
dla klotoidy.

Tak wiec, dla krzywej Blossa praktyczna realizacja
i nastepnie utrzymanie bardzo matych wartosci rzed-
nych poziomych i rzednych rampy przechytkowej w re-
jonie poczatkowym nie wydajg sie mozliwe. Natomiast
mozliwoéci realizacyjne strefy poczatkowej nowej
krzywej przejSciowej sg analogiczne jak dla klotoidy.

Zaprezentowana nowa krzywa przejsciowa mo-
glaby z powodzeniem konkurowaé z powszechnie
obecnie stosowana krzywa przejsciowa w postaci klo-
toidy. Jest ona do niej podobna w rejonie poczatko-
wym, natomiast rozni si¢ istotnie na dalszej dtugosci,
a zwlaszcza w rejonie konicowym, gdzie zapewnia fa-
godne wejscie z krzywej przejsciowej w tuk kotowy.
Stwarza to znaczng przewage przedstawionego w ar-
tykule nowego rozwigzania geometrycznego z punktu
widzenia wlasciwo$ci dynamicznych w ukfadzie tor
- pojazd szynowy.

6. Podsumowanie

Na drogach kolejowych wzajemne poréwnanie
krzywych przejsciowych wymaga dokonania pew-
nych zalozen dotyczacych obowiazujacych wartosci
dopuszczalnych parametréw kinematycznych - przy-
rostu przyspieszenia y i predkosci podnoszenia kota
taboru na rampie przechytkowej f. Panuje bowiem
intuicyjne przeswiadczenie, ze dla krzywych o nie-
liniowej zmianie krzywizny na dtugosci (czyli tzw.
gladkich krzywych przejsciowych) mozna przyjacé
znacznie wigksze (nawet podwojone) wartosci do-
puszczalne niz dla klotoidy (o liniowym przebiegu
krzywizny). Znalazlo to nawet swéj wyraz w obo-
wigzujacych przepisach. W niniejszym artykule
jednoznacznie wykazano, ze na gladkich krzywych
przejsciowych przekroczenie wartosci y i f wyste-
pujacych na klotoidzie nie ma charakteru lokalnego
(punktowego), lecz obejmuje co najmniej polowe ich
diugosci, a wartos¢ tego przekroczenia jest znaczna.
Z tego wzgledu, wydaje si¢ wlasciwe utrzymanie dla
wszystkich rodzajow krzywych przejsciowych takich
samych zasad dotyczacych dopuszczalnych wartosci
parametréw kinematycznych.

Gladkie krzywe przejsciowe sg znane od dawna
i majg wiele bezspornych zalet — przede wszystkim
cechuja je mniejsze wartosci oddzialywan dynamicz-
nych niz ma to miejsce dla klotoidy. Zakres ich stoso-
wania na drogach kolejowych jest jednak, jak dotad
bardzo ograniczony. Krzywe te, niestety, maja jedna,
zasadnicza wade - bardzo mate wartoéci rzednych
poziomych (i rzednych rampy przechylkowej) w rejo-
nie poczatkowym, w praktyce czesto niemozliwe do
realizacji i nastepnie utrzymania. Znalazto to pelne
potwierdzenie w analizie problemu przeprowadzonej
w niniejszym arykule.

Uznano zatem, ze podstawowq przyczyna wyste-
pujacych probleméw odnoszacych si¢ do gtadkich
krzywych przejsciowych stanowi nadmierne wylago-
dzenie krzywizny w ich rejonie poczatkowym. Wyko-
rzystujac metode identyfikacji krzywizny za pomoca
réwnan rozniczkowych, uzyskano nowa posta¢ krzy-
wej przejsciowej, rezygnujac przy tym z warunku ze-
rowania si¢ pochodnej krzywizny w punkcie poczat-
kowym.

Wyznaczona nowa krzywa przejsciowa charakte-
ryzuje si¢ fagodnym przebiegiem krzywizny w rejonie
wejscia w tuk kolowy oraz jej pewnym zaburzeniem
w rejonie poczatkowym (mniejszym jednak niz w przy-
padku klotoidy). Wykazano zdecydowang przewage
nowej krzywej (z realizacyjnego punktu widzenia) nad
reprezentujaca gladkie krzywe przejsciowe krzywa
Blossa. Mozliwosci realizacyjne tej krzywej w strefie
poczatkowej nie réznig sie zbytnio od analogicznych
mozliwosci w odniesieniu do klotoidy.
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Jak wydaje si¢, zaprezentowana nowa krzywa
przejsciowa moglaby konkurowa¢ z powszechnie
stosowang obecnie krzywa przejsciowa w postaci
klotoidy. Jest ona do niej podobna w rejonie poczat-
kowym, natomiast istotnie rézni si¢ na dalszej dlugo-
$ci, a zwlaszcza w rejonie koncowym, gdzie zapewnia
tagodne wejscie z krzywej przejsciowej w tuk kotowy.
Stwarza to znaczng przewage przedstawionego w ar-
tykule nowego rozwigzania geometrycznego z punktu
widzenia wlasciwosci dynamicznych w uktadzie tor —
pojazd szynowy.

Kwestie opisane w niniejszym artykule wydaja si¢ by¢
o tyle istotne, ze inne mozliwosci poprawy istniejacej
sytuacji sa w znacznym stopniu ograniczone. Wykaza-
ny brak mozliwosci praktycznej realizacji i utrzymania
rzednych krzywej przejsciowej i rzednych rampy prze-
chytkowej w rejonie poczatkowym, w duzym stopniu
podwaza bowiem celowos¢ stosowania klasycznych
gladkich krzywych przej$ciowych na liniach kolejowych.
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